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Introduktion

Denne note er lavet i forbindelse med Matematik Camp 2010, afholdt af Ungdommens
Naturvidenskablige Forening (UNF), p4 Kgbenhavns Universitet, 11. juli 2010 - 17.
juli 2010.

Noten er en introduktion til knudeteori og knudeinvarianter. Noten behandler alt
fra de grundleeggende definitioner af knuder og links, til konkrete knudeinvarianter
som trefarvning og ikke mindst Jones-polynomiet. Jones-polynomiet bliver defineret
og simple egenskaber diskuteret. For en yderligere diskussion af Jones-polynomiets
fantastiske facetter henvises til [1].

Som et supplement til noterne, kan man med fordel hente programmet KnotPlot
(http://www.knotplot.com/). Programmet er en god guide til at gge sin forstaelse af
knuder og deres struktur. Ved forelzesningerne blev der vist eksempler fra programmet.

Noten er baseret pa [1], [2], [3] og [4]. [4] er en lille bemaerkelsesveerdig bog. Det er
en populaervidenskabelig bog, og den indeholder rigtig mange interessante ting. Den
kan leeses af alle der er matematikinteresserede.

Forsidebillede er lavet af Jason Cantarella, University of Georgia.
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Kapitel 1

Indledende definitioner

I knudeteori ser vi pa, hvordan en eller flere snore kan veere filtret sammen i et 3-
dimensionalt rum. Nar vi skal i gang med at bevise saetninger og regne med knuderne,
skal vi se pa skyggebilleder af knuderne, de sadkaldte projektioner i et 2-dimensionalt
rum. I matematik betegner vi et 3-dimensionalt rum med R3 og 2-dimensionelt rum
med R2. Det er som du kender det fra gymnasiet,

R® = {(z,y,2) | ,y,z € R}
R* = {(z,y) | z,y € R}.

Vi skal ogsa benytte os af de naturlige tal og de hele tal, dvs.

N=1{0,1,23,4,...}
Z={..,-2,-1,01,2. ..}

I knudeteori er det helt fundamentale spgrgsméal om to givne knuder er ens. Dvs.
hvis du har to knuder, kan du s& pa en eller anden méade, fa den ene til at blive den
anden, ved at filtre rundt med de forskellige dele af det reb knuden er bundet pa? Du
ma naturligvis ikke bruge en saks. Hvis rebet ikke er splejset sammen i enderne, sa er
det jo let at fa en knude til at blive en hvilken som helst anden. Man skal bare filtre
den ud fgrst, s der ikke er nogen knude pa rebet, og sa lave den knude man gerne vil
have det til at veere. Men er enderne pa rebet splejset sammen, sa er det derimod en
helt anden sag — nu kan du ikke bare lige sddan fa enhver knude til at blive en anden.
Hvis du er Jgrgen Clevin og bruger saks og lim, er det igen let, s& det ggr vi ikke.

Vores knuder er knuder pa en snor, hvor enderne er splejset sammen. Samtidig
skal vores snore veere sa elastiske, at vi kan hive, alt, hvad vi vil i dem, uden at de
gar 1 stykker. Nu er sporgsmalet s& igen, hvordan vi afggr, om en knude kan filtres
ud til en cirkel uden knuder? Hvordan kan man bevise, at en knude aldrig kan filtres
ud? Det er lidt sveert at se, hvordan det skal blive preecist — men det er det vi skal
forsgge at gore.

Bladrer du lidt i noten, kan du se en masse knuder. Knuderne lever i et 3-
dimensionelt rum, men papiret har kun 2 dimensioner, sa det du ser er blot knudens
skygge. Vi skal i det fglgende arbejde matematisk med knuderne, og det betyder, at
vi skal have nogle meget preecise definitioner af, hvad en knude er. Derfor kan det
naeste let blive meget abstrakt — og sveert — fordi vi forsgger at veere meget praecise.
Det er derfor vigtigt hele tiden at have nogle eksempler pa knuder i hovedet.

Hvis vi skal veere rigtig praecise med definitionen af en knude, sa skal vi bruge en
hel del af den slags matematik, der kaldes topologi. Men hvis vi kan acceptere et par
ting eller to, kan vi heldigvis klare os uden.



Polygonale knuder
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Figur 1.4: En anden projektion af den
trivielle knude

Figur 1.1: Ikke-knuden eller den trivielle
knude

Figur 1.3: Figur-8

1.1 Polygonale knuder

Knudeteorien skal nok blive abstrakt, sa vi ma sgrge for at begraense os tilstraekkeligt
her i begyndelsen. Derfor vil vi se pa polygonale knuder. Nu er vores knuder ikke fine
glatte snore men derimod sammensat af rette linjestykker.

Definition 1.1. En (polygonal) knude er en endelig meengde af punkter i R3, der er
forbundet af rette linjestykker, sa vi far én sammenhsengende lukket kurve, hvor to

linjestykker ikke skeerer hinanden.

Figur 1.5: Polygonal knude. Treklgveret kan konstrueres med ni punkter og ni
linjestykker.

Som det ses af nedenstaende figur, er det ikke nogen indskrzenkning at se pa
polygonale knuder. Vi kan bare valge flere og flere punkter, s vores knude til sidst
kommer til at se glat ud.

Figur 1.6: Tilnsermelse af polygonal knude til en glat kurve

Vi skal nu give en preecis definition af, hvad det er, vi ggr, nar vi sidder med en
knude i handen og forsgger at filtre den ud. For at fa det til at lyde mere matematisk,
sa vil vi sige at deformere i stedet for at kalde det at filtre. Hvilke deformationer har
vi brug for og ikke mindst, hvilke deformationer ma vi ikke lave?

Som naevnt i indledningen ma vi ikke klippe knuden op, og vi méa ikke lime dele af
knuden sammen. Vi skal ogsa sgrge for, at knuden ikke gennemskzerer sig selv, nar vi
laver deformationerne. Hvis vi tillod gennemskeeringer, s& ville det svare til at klippe
en snor over, flytte den anden snor igennem det nye hul, og sa lime snoren sammen
igen.



Opgaver

Definition 1.2. Lad K vere en knude og T C R? en trekant, der har én side, som
overlapper en af K’s linjestykker — og hvor K ellers ikke gar gennem det indre af
T. I denne situation kan man lave en A-transformation af K, ved at udvide K over
T. Dvs. erstatte linjestykket af K som var feelles med T og indsztte det med T7s
resterende to sider (se figuren). Det giver os en ny knude K’. Det omvendte med at
fjerne en trekant fra K kaldes ogsa en A-transformation.

A

Figur 1.7: A-transformation

Definition 1.3. To knuder K og K’ kaldes ens eller wkvivalente, hvis der findes en
endelig raekke af A-transformationer sa

K=Ky 25 K 25 Ky — - 25 K, = K.
Hvis K og K’ er ens betegnes det ved K ~ K'.

Nu er deformationen brudt ned til dens mindste bestanddele. Vi har faet defineret
knuder helt praecist. Nu kan vi g& i gang med at lave matematik med dem.

LD~ LD~ D
Figur 1.8: Figuren viser, at vores definition pa en akvivalens er, hvad vi ville forvente,
hvis vi teenker pa knuderne som elastikker.

1.2 Opgaver

Opgave 1.4. Huis to knuder, K1, Ko er ens skrives K1 ~ Ky. Vi kunne i bund og
grund ogsd have skrevet, at K1 = Ko fordi ~ opfylder tre egenskaber som = ogsd
opfylder, nemlig

1. Refleksivitet K ~ K.
2. Symmetri K ~ K' = K' ~ K.
3. Transitivitet K ~ K/, K' ~ K" = K ~ K".

Vis, at ~ opfylder de tre ovenstiende egenskaber. Nar disse tre egenskaber er opfyldt
kaldes ~ en ekvivalensrelation.

Opgave 1.5. 1. Gor en trekant til en femkant med A-transformationer

2. Hvad er det mindste antal A-transformationer, der skal bruges i 17

8. Hvad er det mindste antal A-transformationer, der skal bruges for at gore en
requler n-kant til en trekant?



Kapitel 2

Reidemeistertransformationer

Knuder er noget, der lever i tre dimensioner. Nar vi skal tegne dem pa papir, er det
dog noget besveerligt at lave tredimensionelle billeder hver gang. Papir har jo kun
to dimensioner, sa hver gang tegner vi i stedet skyggen af en knude. Vores tegning
bliver naturligvis forskellig afthaengigt af, hvordan lyset falder pa knuden. Skyggen af
en knude kalder vi en projektion. I de billeder, der hidtil har veeret i noten, er der
i hvert kryds angivet, hvilken streng der gar over, og hvilken der gar under. Sgrger
man for at ggre det i alle krydsninger, sa kaldes projektionen et knudediagram. Nar
vi laver projektionen ned pa R?, skal vi veere en smule papasselige med at fa vendt
vores knude rigtigt, sa der f.eks. ikke er tre strenge, der krydser hinanden i ét punkt.

Har vi et knudediagram for en knude, kan vi zoome ind pa et lille omrade og se
lidt neermere pa, hvordan knuden ser ud her. Mange gange er man kun interesseret
i, hvad der sker lige omkring et enkelt kryds, og derfor tegner man kun disse smé
udsnit. Det betyder, at man kan undgé at henvise til en bestemt knude, men blot se
pé det specifikke kryds.

2.1 Reidemeistertransformationer

Vi vil gerne lave deformationer af knuderne pa papiret — altsé vi vil lave deforma-
tioner af diagrammerne. Nar vi er i papirets to dimensioner, s har vi skyggen af
A-transformationerne at arbejde med. Vi vil dog definere fire nye transformationer,
som er angivet i figur 2.1. Vi kan bruge de nye transformationer i papirets to dimen-
sioner, fordi de er specifikke transformationer af diagrammer. Vi skal senere se, at de
fire transformationer er alt hvad vi behgver for at kunne skelne knuder fra hinanden.

Bemzeerk her, at R0 blot er en direkte projektion af en A-transformation. De tre
andre er tegnet med glatte kurver, og det er for at gore det nemmere at se, hvad der
sker. Det tilsvarende kan laves med polygonale knuder. Fremover vil vi i stedet for
polygonale knuder tegne glatte kurver, selvom vi arbejder med polygonale knuder —
simpelthen fordi det er nemmere. Grunden til, at vi ikke definerede vores knuder som
glatte kurver er, at det ville kraeve vanskeligere matematik.

R1 giver os lov til at rette et twist ud. Med R2 kan vi flytte to snore, der ligger
over hinanden — uden at veere sammenfiltret — veek fra hinanden. R3 siger, at vi kan
flytte en snor henover en krydsning.



Reidemeistertransformationer

Figur 2.1: Reidemeistertransformationer

Det er vigtigt, at bemszerke, at vi ikke skelner mellem spejlbilleder, rotationer eller
ombytninger af over- og underkrydsninger af disse Reidemeistertransformationer. Hvis
vi skulle veere helt praecise, sa skulle vi ogsa have inkluderet spejlbilledet af R3, men
det undlader man som regel, da det essentielt er det samme som R3.

I 1920’erne viste tyskeren Kurt Reidemeister fglgende meget vigtige saetning, der
mere eller mindre var starten pa alt knudeteori.

Saetning 2.1 (Reidemeisters setning). To knuder K, K' med diagrammer D, D’ er
ekvivalente, hvis og kun hvis der findes en endelig rekke af Reidemeistertransforma-
tioner, der laver det ene diagram D om til det andet diagram D’.

Bemeerkning 2.2. Normalt siger vi, at der kun er tre Reidemeistertransformationer,
R1, R2 og R3. RO tages for givet.

Bemeerkning 2.3. Vendingen hvis og kun hvis betyder pa matematisk det samme som
en biimplikation <= . Altsa siger Reidemeisters seetning, at to knuder er ens, hvis
der findes en endelig rackke af Reidemeistertransformationer fra det ene diagram til
det andet — og omvendt: hvis to knuder er ens, s& findes der en endelig rackke af
Reidemeistertransformationer fra det ene diagram til det andet.

Bewvis. Nar et bevis indeholder en biimplikation skal man bevise begge retninger. Lad
os derfor vise kun hvis-delen fgrst. =: Antag at knuderne K, K’, med diagrammerne
D, D', er =kvivalente. Vi ved da fra definition 1.3, at der findes en endelig rackke af A-
transformationer der tager K til K'. Vi skal nu vise, at enhver A-transformation pé en
knude er repraesenteret af et eller flere Reidemeistertransformationer i et tilsvarende
knudediagram. Det vil sige, at skyggen af en A-transformation er en Reidemeister-
transformation eller en sammensaetning af endeligt mange.

Projektionen af hver trekant kan indeholde meget mere end blot et enkelt eller
to kryds. Da Reidemeistertransformationerne kun udtaler sig om et enkelt kryds, vil
vil sgrge for at bryde vores A-transformation ned i nogle mindre stykker, s& der i



Reidemeistertransformationer

projektionen af hver, kun indgar et enkelt kryds. Se pa figur 2.3 for et eksempel.
Figur 2.2 indeholder ogsa alle de muligheder, der kan opsta. Igen kan der veere spej-
linger, rotationer eller ombytninger af over- og underkrydsninger, af mulighederne i
figur 2.2

Figur 2.2: De forskellige projektioner af en A-transformation

Mulighederne er altsi a) ingenting, b) et hjgrnepunkt i knuden, c) et over- eller
underlgb, eller d) et kryds. Hvis du ser lidt neermere pa det, s& svarer de fire tilfeelde
preecist til RO — R3.

Den vigtigste idé i beviset, er at fa lavet en inddeling. Hvis du ikke er helt over-
bevist om, at det kan lade sig gore, kan du se pa eksemplet i figur 2.3 — her er det
ikke sa sveert at se, hvad man skal ggre.

Figur 2.3: Ekstrainddeling

Enhver A-transformation kan altsa opdeles i endeligt mange mindre A-transformationer,
som hver svarer til en reidemeistertransformation. Altsa vil en endelig rackke af A-
transformationer af en knude kunne skrives som en — muligvis lidt leengere — endelig
rackke af Reidemeistertransformationer pa et knudediagram.

<: Antag, at der findes en endelig reekke af Reidemeistertransformationer, der
tager D til D’. Vi skal vise, at der findes en endelig rackke af A-transformationer, der
tager K til K'. Hvis du teenker pa udglatningen fra figur 1.8, er det ikke s sveert at se,
at enhver af de fire Reidemeistertransformationer kan udfgres via A-transformationer
pa en knude i R?. Prgv det. O

Reidemeisters saetning er ganske bemaerkelsesveerdig, fordi den siger, at de defor-
mationer, vi laver i 3D, lige sa godt kan laves pa papiret i 2D. Det ggr altsa ikke noget,
at vi sd at sige smider en dimension vaek. Teenk pa et satellitfoto af en storby. Her
tager man ogséa noget 3-dimensionelt, nemlig byen med dens hgjhuse, og gor til noget



Reidemeistertransformationer

2-dimensionelt. Pa fotogratiet mister man fornemmelsen af hgjhusenes storrelsesfor-
hold. Det sker naturligvis ogsé, hvis vi ser pa projektionen af en knude. Men i og med,
at vi indfgrer de smé lufthuller i hvert kryds, far vi en indikation af, hvordan knudens
dele krydser hinanden. Reidemeisters sztning siger, at denne lille modifikation er nok
til, at vi kan ngjes med at se pa knudediagrammer.

Det vigtigste spgrgsmal i knudeteori er om to knuder er ens. Nu har vi tre ekstra
deformationer, som vi kan bruge til at undersgge, om to givne knuder er ens. Selvom
vi har faet flere deformationer, betyder det ikke, at det nu er blevet let at afggre, om
to knuder er ens. Tag f.eks. fglgende to knudediagrammer.

Disse to diagrammer viser den samme knude. Det kan vi vise ved at lave en folge
af Reidemeistertransformationer fra det ene diagram til det andet. Det er gjort i figur
2.4.

Figur 2.4: Ekvivalens af diagrammer

Indtil nu har vi kun haft Reidemeistertransformationer til at afggre, om to dia-
grammer repraesenterer den samme knude. Som eksemplet viser, sa er det ikke szerlig



Primknuder

effektivt. Vi skal have nogle flere veerktgjer. Disse veerktgjer hedder knudeinvarianter.
Det som knudeteoretikere har forsggt pa i mange ar er, at fa klassificeret alle

knuder. Det vil sige, fa lavet en udtgmmende liste over alle de knuder, der findes.

Star du med en knude, vil vi gerne kunne finde den tilhgrende knude i tabellen.

2.2 Primknuder
Ganske som du kender det fra heltal, hvor nogle af tallene er primtal, findes der
primknuder. Disse kan ikke splittes op i summen af to andre knuder. Man kan lave

summen af to knuder ved at gore som i figur 2.5. Her er det summen af det spejlede
treklgver og figur-8. Summen af to knuder K; og K5 betegnes med K #Ko.

m J)
=)
Figur 2.5: Sum af to knuder

Man kan faktisk vise, at enhver knude er en sum af primknuder. Tilmed er der
kun én méade at fa hver knude. Det er meget sveere end at vise, at ethvert heltal har
preecist én opsplitning i primtal.

Figur 2.6 viser alle primknuderne med op til 6 krydsninger.

& QO &

@

6.3
Figur 2.6: Primknuder med op til 6 krydsninger

2.3 Opgaver

Opgave 2.4. Et diagram aof en knude tegnes pd en transparent, og vises pé et lerred
med en overheadprojektor. Hvis du vender transparenten om, hvilken knude vil du sd
se?



Opgaver

Opgave 2.5. Vis at nedenstiende figur-8 diagram er ekvivalent til det spejlede dia-
gram, ved at finde en rekke Reidemeistertransformationer fra det ene digram til det

H O

Opgave 2.6. I Reidemeisters setning beviste vi, at det precist var RO, R1, R2 og R3,
vi skulle bruge for at vise ekvivalens af to knuder. Men dermed har vi ikke udelukket,
at der kunne vere et andet seet af transformationer, som havde samme egenskab.
Madaske kunne vi udvide vores fire transformationer med en femte transformation?
Forklar, hvad der ville ske, hvis hver af de tre transformationer i figur 2.7 blev taget
med som en Reidemeistertransformation.

1

Figur 2.7: Ekstra transformationer

Opgave 2.7. Ferdiggor beviset for Reidemeisters scetning.



Kapitel 3

Knudeinvarianter

Forst skal vi se pa lidt notation. Hvis f er en funktion mellem to meengder A og B
skriver vi

f:A— B.

Altsé tager f et element a € A og giver et element f(a) = b € B. Vi definerer
maengden af alle knuder ved

K = 'maengden af alle knuder’.

Definition 3.1. En knudeinvariant er en funktion f : IO — M, fra maengden af alle
knuder til en given meengde M, der opfylder

K~ K'= f(K) = f(K').

Bemeerkning 3.2. Maengden M kan her veere f.eks. N eller Laurentpolynomierne
Z[A, A~1].} Hvis M = N, betyder det, at vi til enhver knude tilknytter et tal, og
dette tal sendrer sig ikke under Reidemeistertransformationer.

Bemeerkning 3.3. Det er vigtigt her at veere opmeerksom pé retningen af implika-
tionspilen i definitionen. Fordi, hvis man med en knudeinvariant, f, far at, f(K) =
F(K') for to knuder K og K', er det ikke sikkert, at K ~ K’. Det kan meget vel veere,
at det forholder sig sadan, men man kan ikke bruge den knudeinvariant til at afggre
det. Hvis man derimod far, at f(K) # f(K’) kan man veere sikker pa at K # K'.
Fordi, hvis K ~ K’ giver definitionen af en knudeinvariant, at f(K) = f(K’). Derfor
er K og K’ altsé ikke ens.

Der findes mange forskellige knudeinvarianter. I resten af denne note skal vi se
pé nogle forskellige knudeinvarianter og undersgge nogle af deres egenskaber. Et af
knudeteoriens bedste knudeinvarianter er Jones-polynomiet, som vi skal behandle i
kapitel 4.

3.1 Trefarvning

Vores forste eksempel pa en knudeinvariant er trefarvning.

Definition 3.4. Lad D veere et knudediagram. En trefarvning af D er en tilordning
af tre farver til buerne i D, dvs. til de ubrudte linjer. Tilordningen skal laves, sa der
for hvert kryds i D geelder en af fglgende to muligheder:

e Alle buer har samme farve

1Laurentpolynomierne er defineret i afsnit 4.1

10



Trefarvning

e Alle buer har forskellige farver.

Eksempel 3.5. Valg tre farver: rgd, bla og gren. Vi ser pa forskellige udsnit af et
knudediagram. Figur 3.1 giver eksempler pa lovlige trefarvninger og figur 3.2 giver
eksempler pa ulovlige trefarvninger.

Figur 3.2: Ulovlige trefarvninger

Eksempel 3.6. Figur 3.3 giver et eksempel pa en lovlig trefarvning af treklgveret.

Figur 3.3: Trefarvning af treklgveret

Ethvert diagram har mindst tre trefarvninger, fordi en ensfarvning med hver af
de tre farver giver en lovlig trefarvning af knudediagrammet.
Vi er nu i stand til at definere vores forste knudeinvariant.

Definition 3.7. Lad D veere et knudediagram. Vi definerer 7(D) = Antallet af
trefarvninger af D. Lad D betegne maengden af knudediagrammer. Da er 7 en funktion
7:D—N.

Saetning 3.8. 7 er en knudeinvariant.

Bewis. 1 forhold til definition 3.1, skal vi vise, at 7 er en funktion fra maengden af
knuder, /IC, og ikke blot meengden af knudediagrammer. For at overfgre vores funktion
fra knudediagrammer til knuder skal vi naturligvis bruge sesetning 2.1.

Seetning 2.1 giver, at vi kan opfatte 7 som en funktion pa meaengden af knuder,
hvis 7 ikke sendrer sig under Reidemeistertransformationerne. Da vil 7 give samme
veerdi pa alle knudediagrammer tilhgrende samme knude.

I det fglgende skal vi hele tiden referere til illustrationerne figur 2.1.

Vi skal vise, at hver eneste gang vi har en trefarvning af venstresiden, sé vil det give
en trefarvning af hgjresiden — og omvendt. Reidemeistertransformationerne udtaler

11



Trefarvning

sig kun om, hvad der sker lige omkring et enkelt kryds. Men vores trefarvninger er
farvninger af hele diagrammet. Nar vi derfor ser pa knuderne i hvert kryds, sa er
det vigtigt, at farven pa strengenes ender er de samme pa bade hgjre og venstre
side af diagrammet, ellers kan vi ikke se isoleret pa denne del af diagrammet. For at
vise, at trefarvning er en knudeinvariant, skal man altsa veelge sig en trefarvning af
venstresiden og tjekke, at man kan lave en trefarvning af hgjresiden, der har samme
farver pa de strenge, der gar ud af diagrammet. Se figur 3.4 for et eksempel.

Figur 3.4: Reidemeistertransformation pa et trefarvet treklgver

RO: Det er klart, at dette ikke sendrer antallet af mulige trefarvninger, da der ikke
er nogen kryds involveret i diagrammet.

R1: En trefarvning af venstresiden ma ngdvendigvis have samme farve pa begge
buer, da en flerfarvning af et twist var et eksempel pa en ulovlig farvning. Derfor er
der preecist tre mader at farve hvert diagram pa.

R2: Pa venstresiden er der fgrst og fremmest de tre trefarvninger, hvor diagram-
met farveleegges med samme farve hele vejen igennem. Denne type af farvninger har
vi naturligvis ogsa pa hgjresiden. For farvninger med forskellige farver, er der til hvert
valg af farve af gverste bue to lovlige konfigurationer, af de resterende tre buer. Se
figur 3.5 hvordan en trefarvning af venstresiden passer med en trefarvning af hgjre-
siden. I alt har vi seks forskellige farvninger, hvor der bruges mere end 1 farve. Prgv
selv at tegne efter. Det giver altsa 3 + 6 = 9 mulige trefarvninger af venstre diagram.
Diagrammet til hgjre kan ogsa farves pa 9 mader, da der ikke er nogen krydsninger,
og derfor ikke nogen begraesninger pa, hvordan diagrammerne kan farveleegges. Altsa
kan den ene bue farves pa tre forskellige mader og den anden ogsa pa tre forskellige
mader. Altsa 3 -3 = 9 trefarvninger.

Figur 3.5: Trefarvning af R2

R3: Lad os igen tage udgangspunkt i venstresiden. Hvis vi ser pa de tre ender
til venstre, og forsgger at bestemme en farvning af diagrammet ud fra disse tre,
skal vi betragte fem forskellige tilfeelde. Alle tre ender kan farves ens. Alle ender
kan farves forskellige. To ender kan have samme farve mens den sidste ende har en
anden farve. Den sidste mulighed deekker over tre kombinationer, hvor det enten
er gverste, miderste eller nederste ende, der ikke har samme farve som de andre.
Har vi specificeret farven pa hver af de tre ender, bestemmer det en farvning af
resten af diagrammet (tjek det). Tilbage er at tjekke, at i hvert tilfselde, har vi en
tilsvarende trefarvning af hgjresiden, med de samme farver pa enderne. Se figur 3.6
for et eksempel. Det overlades til laeseren at tjekke de resterende tilfeelde.

Da det nu er vist at en trefarvning af venstresiden giver anledning til en trefarvning
af hgjresiden, kan vi ggre beviset feerdigt ved at henvise til, at vi pa samme made kan
se, at en trefarvning af hgjresiden vil give anledning til en trefarvning af venstresiden.
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Linktal

Vi har altsa ikke udregnet det praecise antal trefarvninger, men vi har set, at der er
lige mange. Det praecise antal aftheenger af, hvordan resten af knuden ser ud.

Figur 3.6: Trefarvning af R3. Bemzerk, at farverne pa enderne er de samme pé begge
sider.

Vi har vist, at Reidemeistertransformationer ikke sendrer pa antallet af trefarvnin-
ger. Da A-transformationer af knuder iflg. beviset for seetning 2.1 kan repraesenteres
af Reidemeistertransformationer i knudediagrammer, har vi altsa, at

K~K' =7(K)=r1(K'),
og dermed er szetningen bevist. O

Eksempel 3.9. Nar vi nu ved, at trefarvning er en knudeinvariant, sa kan vi bevise,
at treklgveret ikke kan filtres ud til en cirkel. Treklgverets 9 trefarvninger ses pa figur
3.7.

&
& P
@%Q/D

Cirklen har kun de tre ensfarvninger, da der ikke nogen krydsninger. Det kontra-
ponerede af udsagnet i definition 3.1 er, at 7(K) # 7(K') = K « K’. Da vi lige har

vist, at 7 er en knudeinvariant, geelder dette for 7, og derforer QO # & .
Vi har altsa vist, at treklgveret ikke er sckvivalent med den trivielle knude. Altsé
findes der knuder, som ikke kan filtres ud.

3.2 Linktal

Fremtil nu har vi kun set p& knuder, altsd en enkelt snor som er limet sammen i
enderne. Men man kan naturligvis ogs& have links, hvor flere knuder linker sammen.
En knude regnes ogsa som et link — dog et uinteressant link, da det ikke sidder
sammen med nogen andre knuder. I figur 3.8 ser vi Hopf-linket til venstre og til hgjre
den trivielle knude linket sammen med treklgveret.

13



Linktal

D 5

Figur 3.8: Linket til venstre er Hopf-linket og linket til hgjre er den trivielle knude
linket med treklgveret.

Definition 3.10. En orienteret knude, er en knude, som har faet en gennemlgbs-
retning. Det markeres pa et knudediagram ved at give en bue en pil. Se eksemplet
nedenfor.

Et orienteret link er et link bestaende af orienterede knuder.

a5

/)

Figur 3.9: Et orienteret link

En anden invariant, der er seerlig let at beregne er linktallet af et orienteret link.
Det beregnes igen vha. et diagram af linket. Vi skal igen bruge Reidemeisters satning
til at bevise, at linkinvarianten er uafthsengig af valget af linkdiagram. Det vil betyde,
at linktallet virkelig kun afhsenger af det oprindelige link.

Definition 3.11. Lad D veere et diagram af et orienteret link. Linktallet Lk(D)
defineres ved at summere alle fortegn pa krydsninger, hvor to buer fra forskellige
knuder er involveret. Divider dette tal med to. Da er Lk : Dy — Z, hvor Dy, er
mangden af orienterede linkdiagrammer.

En krydsnings fortegn er givet ved fglgende to billeder.

Figur 3.10: Fortegn

Fortegnet bestemmes ved, at se pa den gverste bue. Hvis pilen pa buen skal drejes
mod uret for at komme ovenpa pilen pa den nederste bue er fortegnet +1. Hvis pilen
pé gverste bue skal drejes med uret er fortegnet -1. Man skal dreje pilen i den korteste
retning. Som udgangspunkt kan man dreje begge pile i figur 3.10 270° i den modsatte
retning.

Eksempel 3.12. Her er linktallet beregnet for to forskellige links, nemlig Hopf-linket
til venstre og Whitehead-linket til hgjre.
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Linktal

-1
+1\__\2
+1l ) -1
-1
Hopf-linket har to forskellige orienteringer, en der giver Lk = —1 og en, der giver

Lk = +1. Vi skal se nedenfor, at linktallet er en linkinvariant, og derfor er disse
forskellige orienterede links. Desuden betyder det ogsa, at da linket der bestar af to
ulinkede cirkler, kaldet ikke-linket, har Lk = 0, er Hopf-linket og ikke-linket altsé
to forskellige links. Linktallet kan vi dermed fortolke som et udtryk for, hvormange
gange to knuder linker sammen. Men som det ogsa ses af beregningen af linktallet for
Whitehead-linket (nedenfor), skal man veere en smule varsom med denne fortolkning.
Whitehead-linket har nemlig et linktal pa 0, men det er helt klart, at de to knuder
faktisk er linket.

Som det ses af tegningen er fortegnet af begge krydsningerne til venstre +1 og
krydsningerne til venstre er —1, altsa er

1
Lk(Whitehead-link) = 2(1 4+ 1 —1-1) =0.

Saetning 3.13. Hvis D, D’ er to diagrammer af samme orienterede link, da er
Lk(D) = Lk(D'), og derfor er dette tal en invariant, kaldet linktallet af linket L.
Lk er altsd en funktion fra mengden af orienterede links til heltallene, Lk : L — Z,
der opfylder, at L ~ L' = Lk(L) = Lk(L').

Bemeerkning 3.14. Nar vi ser pa orienterede links, skal vores Reidemeistertransfor-
mationer modificeres lidt. Vi méa ikke sendre pa retningen af buerne under en Reide-
meistertransformation. Men ellers virker alt andet, og Reidemeisters ssetning gaelder
ogsa for orienterede links.

Bevis. De to diagrammer D, D’ adskiller sig ved en raekke orientede Reidemeister-
transformationer, sa det eneste, der skal tjekkes er, at linktallet er bevaret under
Reidemeistertransformationerne. RO sendrer klart ingenting. I R1 har venstresiden
en krydsning, men det er en selvkrydsning, s& dens fortegn skal ikke teelles med i
linktallet. I R2 har venstresiden to ekstra krydsninger: enten er de to buer fra samme
knude, ellers er buerne fra to forskellige knuder. I fgrste tilfeelde skal krydsene ikke
teelles med. I andet tilfeelde skal krydsene teelles med, og heldigvis er deres fortegn
det modsatte af hinanden, og derfor vil krydsningen ikke bidrage.

I R3 har hver af de tre krydsninger pa venstresiden et tilsvarende kryds pa hgjre-
siden, der vil give samme bidrag til linktallet — uaftheengigt af om krydset skal teclles
med eller ej. Altsa er summen af de tre fortegn pa hver side den samme. O

Bemeerkning 3.15. Det blev bemeaerket i definitionen pa et link, at en knude ogsa selv
er et link, sa K C £, o0gda Lk : L — Z, er Lk ogsé en knudeinvariant. Men da der ikke
er noget kryds i en knude, hvor de to buer hgrer til to forskellige knuder, er Lk(K) =0
for enhver knude. Linktallet giver den samme veerdi til alle knuder, og er derfor en
totalt ubrugelig knudeinvariant. Linktallet er dog en ganske god linkinvariant.

Bemerkning 3.16. 1 eksempel 3.12 er det vist, at Hopflinket og to ulinkede cirkler
ikke er ens.
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Opgaver

Vi har dermed bevist, at tryllekunstnere snyder, nar de laver deres trick med to
linkede metalringe pludselig bliver ulinkede. Det vidste vi naturligvis godt i forvejen,
men her har vi et skudsikkert bevis for det.

Vi har nu to eksempler pé linkinvarianter (vi viste det godt nok ikke, men faktisk er
trefarvning en linkinvariant, vores bevis kan ogsé bruges direkte pa links). Som vi har
set, er de ikke ret gode. For opgave 3.19 viser, at trefarvningen ikke kan adskille figur-
8 og den trivielle knude, mens linktallet ikke kunne adskille Whitehead-linket og en
knude. Derfor er vores to eksempler ikke szerlig gode. Vi skal derfor have konstrueret
en meget bedre linkinvariant. Nemlig Jones-polynomiet.

3.3 Opgaver

Opgave 3.17. Find antallet af forskellige trefarvninger af 4.1-knuden i figur 2.6. Du
skal fa, at der kun er tre forskellige trefarvninger. Dermed er trefarvningen af 4.1-
knuden og den trivelle knude ens. Men vi kan jo godt se, at de to knudediagrammer
tkke giver den samme knude, da 4.1-knuden tydeligvis er filtret. Da trefarvningen ikke
kan adskille to helt dbentlyst forskellige knuder, er det en ddrlig knudeinvariant.

Opgave 3.18. Beregn linktallet for Borromeo-linket, ved at veelge en orientering pa
hver af cirklerne. Afhenger svaret af orienteringen?

Figur 3.11: Borromeo linket

Opgave 3.19. [ eksempel 3.12 blev det vist, at linktallet ikke kunne adskille Whitehead-
linket og det trivelle link bestiende af to ulinkede cirkler. Vis, at Whitehead-linket er
forskelligt fra det trivielle link ved at bruge trefarvning.

Opgave 3.20. Bevis, vha. trefarvning, at Hopf-linket er forskelligt fra det trivielle
link. I eksempel 3.12 blev dette vist vha. linktallet.

Opgave 3.21. Ferdiggor beviset for setning 3.8.
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Kapitel 4

Jones-polynomiet

Reidemiester beviste sin seetning tilbage i 1927. P4 samme tid opfandt James Alex-
ander Alexander-polynomiet, som var en klar forbedring af alle de tidligere knude-
og linkinvarianter. Opfindelsen betgd rigtig meget for klassifikationen af knuder.
Man kunne nu effektivt bevise, at to knuder var forskellige ved bare at se pa de-
res Alexander-polynomium. Alexander-polynomiet er ikke sa besveerligt at beregne,
s& det satte en smule gang i knudeteorien i de efterfglgende ar. Alexander-polynomiet
havde dog ogsé en helt abenlys fejl, for den kunne ikke adskille en knude og dens spejl-
billede. Man var mere eller mindre overbeviste om, at treklgveret og dets spejlbillede
(se nedenfor) ikke var ens, men Alexander-polynomiet for de to er ens.

NS

Der skulle g& neesten 60 ar, fgr der kom virkelig gang i knudeteorien. Denne gang
var det new zealzendingen Vaughan Jones, der i 1984 opfandt Jones-polynomiet. Han
opdagede det ved lidt af en tilfezeldighed. Jones kom egentlig fra en hel anden afdeling
af matematikken (operatoralgebra), men han opdagede, at hans arbejde kunne bruges
i knudeteori. I modsaetning til Alexander-polynomiet kan Jones-polynomiet adskille
treklgveret og dets spejling. Da Jones-polynomiet tilmed ikke er sa sveert at beregne,
blev Jones’ opfindelse startskuddet pa en opblomstring af knudeteorien. Kort tid efter
viste det sig, at Jones-polynomiet havde en meget vigtig anvendelse i teoretisk fysik,
og da man fgrst opdagede dette blev knudeteori et seerdeles populaert forskningsom-
rade, og er det stadigt. Jones fik i 1990 Fieldsmedaljen for opfindelsen af polynomiet.
Der findes ikke nogen Nobelpris i matematik, men derimod er Fieldsmedaljen den
stgrste udmaerkelse en matematiker kan fa. Tilmed méa modtageren ikke veere fyldt
40 ar ved modtagelsen.

4.1 Laurentpolynomier

Inden vi kan definere Jones-polynomiet, skal vi fgrst have defineret hvad et polyno-
mium er.

Definition 4.1. Et polynomium er en funktion, der fglger en bestemt forskrift. For-
skriften for et polynomium er en sum af nogle led, typisk sorteret efter faldende potens
af A. Potensen skal vaere et helt tal.

p(A) = b A" 4+ by 1 A" 4 by A+ Do
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Kauffman-parentesen

Tallene b,,,b,,_1,b,_2, ... kaldes koefficienterne. Koefficienterne kan f.eks. veere reelle
tal, hele tal eller naturlige tal, hvor mangden af alle polynomier skrives som hhv.
R[A], Z[A] eller N[A].

Hvis b, er den stgrste koefficient hvor b,, # 0 kaldes p for et n’te-gradspolynomium.

Eksempel 4.2. Vi kender allerede til andengradspolynomier, nemlig polynomier pé
formen p(z) = az? + bx + ¢, som har nulpunkterne z = —bEvi—dac,

Et tredjegradspolynomium er f.eks. p(4) = A3 + 342 + 13, mens p(A) = A7 —
A5 4+ A3 419 er et eksempel pa et 7.grads-polynomium.

p(A) = A*—2A2 + A3 410 er ikke et polynomium, da potensen af leddet A3 ikke
er et helt tal.

Definition 4.3. For at definere Jones-polynomiet skal vi kende til Laurentpolynomi-
erne, Z|A, A7t]. Dette er ogsi polynomier men her tager vi ogsa den negative potens
af A i brug. Altsa funktioner pa formen

P(A) = b, A" + by 1 A" b b b A by + b AT e b AT b AR
hvor b; € Z.

Vi vil ikke definere Jones-polynomiet, som Vaughan Jones gjorde det. Vi vil deri-
mod tage Louis Kauffmans tilgang, som han lavede kort efter Jones’ opfindelse. Kauf-
fman definerede Kauffman-parentesen, der naesten er en invariant.

4.2 Kauffman-parentesen

Definition 4.4 (Kauffman-parentesen). Kauffman-parentesen er en funktion fra uo-
rienterde linkdiagrammer til Laurentpolynomier i variablen A. Funktionen tager et
diagram D til (D) € Z[A, A~!] og er defineret ved

(i (O)=1
(i) (DU O)=(-A72 - A%)(D)
(iii) (X)=A40C)+A7(=)

Her betyder (O den trivielle knudes diagram, der ikke har nogen krydsninger, og
DU QO er diagrammet bestdende af diagrammet D sammen med en ekstra O der
ikke har nogen feelles krydsninger med D. I (iii) henvises der til tre linkdiagrammer
der er ens over det hele panser omkring ét punkt, hvor de er forskellige pa den anviste
made. (iii) kaldes udglatning af et kryds.

En méde at huske (iii) p4, er motorvejsreglen. Du skal se krydset som en motorvej
med en bro henover. Du kgrer ad den nederste streng, som er motorvejen, og vil dreje
fra motorvejen, op pa broen der krydser motorvejen. Du kan veelge, at ggre to ting.
Dreje af til hgjre. Det er det rigtige at ggre, i forhold til danske trafikregler. Det giver
A’et en positiv eksponent. Altsa giver afkgrsel til hgjre A{ )( ). Du kan ogsa veelge
den forkerte lgsning, og dreje til venstre — altsad gennem den anden vognbane. Det er
naturligvis en darlig ide, og derfor giver det en negativ eksponent til A. Altsa giver
afkgrsel til venstre A=1( =).

Bemerkning 4.5. Vi kan se pa den omvendte krydsning af (iii), { )X ), og beregne
veerdien, ved blot at rotere (iii) 90° mod uret. Det giver os fplgende lighed, hvor
hgjresiden er den samme som i (iii) med A erstattet af A=! og A= med A.

(X)=AT"00) + A=) (4.1)
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Kauffman-parentesen

Med D betegner vi spejlingen af D — altsa diagrammet, med alle krydsninger byttet
om — spejlingen af venstresiden i (iii) er venstresiden i formel (4.1). Beregningen

i formel (4.1) betyder, at (D) = (D), hvor overstregning af Kauffman-parentesen
betyder, at A byttes ud med A~! og omvendt.

Kauffman-parentesen af et link med n krydsninger beregnes ved at udfgre (iii) pa
hvert af de n kryds, derefter spalte cirkler fra med (ii) og summe alle disse led. Den
sidste cirkel slipper man af med vha. (i). Det giver i alt 2" forskellige diagrammer,
der skal tegnes og regnes pa. Det kan synes meget besveerligt, men vi skal se nogle
mader, hvorpa man kan ggre ens arbejde en smule nemmere. Alt i alt giver Kauffman-
parentesen altsa et Laurent-polynomium.

Det er klart, at Kauffman-parentesen ikke zendres ved et R0, men hvis et diagram
eendres med en af de andre Reidemeistertransformationer kan det veere, at polynomiet
i sidste ende er anderledes. Men preecist hvilken effekt Reidemeistertransformationer-
ne har pa Kauffman-parentesen, vil vi nu undersgge.

Lemma 4.6. Hvis et diagram cendres med en R1 Reidemeistertransformation, sd
endres Kauffman-parentesen pa folgende mdade:

(R)=-4—~) (A )=-47—~)
Beuwts.
( R)=A(L )+Aa(N)
A(A2 - A~ + A7 —~)
(A(—A72 =A%)+ AN —~)
=-A*(—~)

Dette viser den fgrste ligning. Den anden ligning vises pa samme made, eller ved at
henvise til bemeerkningen omkring spejling af diagrammerne. Prgv, om du kan vise
anden lighed selv ved at lave beregningerne, det er god treening. O

Disse to beregninger er meget nyttige og vil blive brugt flittigt i det fglgende. For
nu ved vi, hvordan Kauffman-parentesen sendrer sig under R1. Allerede nu ved vi, at

Kauffman-parentesen ikke kan veere en invariant. For s skulle ( 2 ) = ( — ). Vi
skal dog se, at Kauffman-parentesen faktisk ikke sendrer sig under R2 og R3. Dermed
er den s taet pa at veere en invariant, som den naesten kan. Inden vi viser det, skal
vi have lidt mere traening i at regne med Kauffman-parentesen.

Eksempel 4.7. Lad os bruge lemma 4.6 til at beregne Kauffman-parentesen af det
uorienterede Hopf-link.

Q-2 a4 &)
=-4%(0)-4740)
=—A*— A4
Hvor midterste lighed kommer fra lemma 4.6 og sidste lighed fra (i).

Eksempel 4.8. Vi skal nu bruge lemma 4.6 til at beregne Kauffman-parentesen af
treklgveret.

&y ©)
= AT+ AT (-AT - AT
— AT - A3 AT,
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Vridningstal

I miderste lighed er eksempel 4.7 brugt til at finde Kauffman-parentesen af Hopf-
linket, og lemma 4.6 er brugt to gange til at beregne den sidste parentes.

Lemma 4.9. &ndres et diagram med en R2 eller en R3 Reidemeistertransformation,
endres Kauffman-parentesen ikke. Det vil sige,

(a) (X)) ==
(b) (55) = (L)
Bevis. (a)
(N =A(o() + A7 (3<)
=-A7O00O+H(=)+4700

= (=)

(32)

N

A+ 471 E)
AGE) +473€)
(2<0)

Her fglger anden lighed ved at bruge (a

J

£ K

to gange péa forste led. O

Lemma 4.9 viser, at Kauffman-parentesen ikke sendrer sig under R2 og R3. Dermed
er Kauffman-parentesen naesten en linkinvariant, men ikke helt. Selv under R1 sendres
Kauffman-parentesen ikke seerlig meget, den multipliceres blot med —A*3, afheengigt
af hvordan twistet er.

Kauffman-parentesen er defineret pa uorienterede linkdiagrammer. Vi kunne give
linket en orientering, uden, at det betsd noget for Kauffman-parentesen. Oriente-
ringen giver alle kryds — ogsa de, der er mellem dele af samme knude — et fortegn
som i definition 3.11. Nu vil fortegnet kunne opfange, hvilket type twist der er tale
om. Med fortegnet vil vi modificere Kauffman-parentesen en smule, s& den bliver en
linkinvariant.

4.3 Vridningstal

Definition 4.10. Lad D veere et diagram af et orienteret link. Vridningen af D,
w(D), er summen af alle fortegn af krydsninger i D.

Bemeerkning 4.11. Vridningstallet er noget andet end linktallet, da vi her teeller knu-
dernes selvkrydsninger med, og derudover er der ikke den faktor %, som linktallet
har.

Lemma 4.12. Vridningstallet af et orienteret linkdiagram endres ikke under R2 og
R3 men endres med £1 under R1.

Beuis. Dette bevis ligner meget beviset for, at Lk er en linkinvarint (beviset for
setning 3.13). For R2 og R3 er det faktisk endnu lettere, da vi ikke behgver at
teenke pa om strengene kommer fra samme knude eller ej. Vi kan derfor blot henvise
til beviset for ssetning 3.13 og genbruge det. Derfor sndrer vridningstallet sig ikke
under R2 og R3.
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Jones-polynomiet

Under R1 sker der helt klart noget. Det er lidt overraskende, at folgende ligheder
geelder uatheengigt af, hvordan knuden er orienteret. Det er en lille gvelse at vise, at
lighederne gaelder.

w(Y0) =w()) -1 (4.2)
%

O

Bemerkning 4.13. Man kan med rette undre sig over, at det overhovedet er ngdven-
digt at orientere sit link, for at kunne definere vridningen af et link. Ovenstaende
ligheder viser netop, at vridningen af et twist er uafhsengigt twistets orientering. Sva-
ret er dog, at godt nok afheenger vridningen af antallet af twists, men det afhaenger i
hgj grad ogséa af, om linkets resterende krydsninger er positive eller negative. For at
afggre det, skal vi orientere vores link.

4.4 Jones-polynomiet

Idéen er nu, at bruge vridningen af et orienteret diagram til at ggre Kauffman-
parentesen til en linkinvariant.

Saetning 4.14. Lad D vere et orienteret linkdiagram, af det orienterede link L € L.

Polynomiet
Vi(A) = (-4)7*"X(D)

er invariant under alle tre Reidemeistertransformationer, og definerer derfor en inva-
riant af orienterede links. Dermed er V' en funktion fra mengden af orienterede links,
L, til Laurentpolynomierne Z[A, A=Y. V : L — Z[A, A~Y]. Denne invariant kaldes
Jones-polynomiet.

Bevis. Da bade vridningstal og Kauffman-parentes er uforandrede af R2 og R3, er det
klart, at Vi heller ikke sendrer sig under R2 eller R3 Reidemeistertransformationer
af D. Tilbage er blot R1.

Hvis diagrammet D aendres ved at fjerne et positvt twist et sted pa linket, sa har
vi set i lemma 4.6, at der bliver ganget (—A?) pa Kauffman-parentesen. Tilmed giver
formel (4.2), at vridningstallet stiger med 1. Derfor har vi ganget faktoren (—A)~3w(P)
pa Kauffman-parentesen, si denne faktor kan modvirke twistets effekt pa Kauffman-
parentensen. Dermed er Vj, uforandret af R2, R3 og positive twists. Tilfzeldet med
de negative twists vises pa tilsvarende made. Dermed er Vy en linkinvariant, iflg.
Reidemeisters saetning. O

Bemeerkning 4.15. 1 definitionen af Kauffman-parentesen sgrgede vi for, at ( Q) =1
og vridningen af QO er tydeligvis ogsa 0. Derfor er VO = 1. Man ved endnu ikke, om

der findes knuder, som ogsa har 1 som Jones-polynomium, eller om ) er den eneste.
Man tror, O er det eneste, men ingen har hidtil kunnet bevise det. Man kan dog
finde to knuder, som man ved er forskellige, men som har samme Jones-polynomium.
Man ved, at de to knuder er forskellige, ved at beregne andre knudeinvarianter. Jones-
polynomiet er dermed ikke perfekt, men det er stadig en meget kraftig knudeinvariant,
da man uden alt for meget besveer kan programmere en computer til at beregne Jones-
polynomiet for en tilfeeldig knude.
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Jones-polynomiet
-1 -1
-1 -1

Eksempel 4.16. Vi skal nu beregne Jones-polynomiet af treklgveret. I eksempel 4.8
blev Kauffman-parentesen af treklgveret beregnet, sa vi skal blot finde vridningen af
treklgveret, nar vi har valgt en orientering.

Vi ser af illustrationen, at w(3;) = —3 ligemeget®, hvilken orientering vi har valgt,
og dermed er

Vi, (4) = (=A)2CD3)) = (—A) V(AT - A% - A7)
— —A16+A12+A4.

Bemeerkning 4.17. Jones-polynomiet er defineret pa maengden af orienterede links.
Det vil sige, at hvis du @endrer orienteringen af en af knuderne i linket, vil du muligvis
fa et andet polynomium. Hvis du @endrer orienteringen pé alle knuder i linket, har
det ingen betydning for vridningen. Det er en gvelse at vise dette. Da en knude er et
link bestaende af en enkelt knude, vil en &ndring af orienteringen ikke betyde nogen
eendring af vridningen af knuden. Hvis vi derfor vil beregne Jones-polynomiet af en
knude, skal vi bare veelge en tilfzeldig orientering. Men nedenstaende eksempel viser,
at orienteringen er vigtig for links. Her er det illustreret blot med Hopf-linket.

Eksempel 4.18. I bemaerkning 4.15 er Kauffman-parentesen beregnet for Hopf-
linket, og dette bliver udgangspunktet for at beregne Jones-polynomiet for to Hopf-
links med forskellige vridningstal.

+1 Q@
@ 1
H1 H2
Vridningstallet for det venstre Hopf-link, H1, er +2 og dermed bliver Jones-
polynomiet Vi;(A) = (—A)"32(—A — A™4) = —A6(—A* - A4 = A2 4 A0,
Vridningstallet for det hgjre Hopf-link, H2, er —2 og dermed bliver Jones-polynomiet
Vira(A) = (mA) 2D (— A2 — A1) = AS(—A* — A4 = —A10 — A2
Vi har dermed set, at for links er det vigtigt, at veelge sig en orientering fra starten.
Nar vi dermed taler om Jones-polynomiet af et link, skal vi specificere en orientering,
for som vi ser her, er de to versioner af Hopf-linket to forskellige orienterede links. Man
kan altsa ikke omdanne H1 til H2 med de orienterede Reidemeistertransformationer.

Glemmer man derimod orienteringen af H1 og H2, er de tydeligvis ens. Orienteringen
er en ekstra struktur, som ggr link-verdenen mere mangfoldig.

Proposition 4.19. Lad L vere et orienteret link og L veere dets spejling. Da er
VE(A) = Vi (A™).

Bevis. Se pa formel (4.1) og den efterfolgende bemeerkning. En spejling vil blot be-
tyde, at man i Kauffman-parentesen skal skifte 4 ud med A~".

13, henviser til figur 2.6
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Jones-polynomiet

Hvis man spejler et orienteret link, bliver alle positive krydsninger negative og alle

negative krydsninger positive. Det vil sige, at w(L) = —w(L). Seetter vi det sammen,
giver definitionen af Jones-polynomiet det gnskede resultat. O

Korollar 4.20. Enhver knude, hvor Jones-polynomiet ikke er det samme ved udskift-
ning af A med A~', er forskellig fra sit spejlbillede.

Som det ses af tabel 4.1 er 31, 51, 52, 61 og 62 alle forskellige fra deres spejlbilleder.
Derimod kan vi ikke sige noget om 41 og 62. 41 er faktisk lig sit eget spejbillede, det
skal du vise i opgave 2.5.

31 _A16 + A12 + A4
44 A8 — At 41— A4+ A8
51 _A28 + A24 _ A20 + A16 + A8
52 — A 4 A0 — A1 42412 — A8 4 AY
61 A6 A2 4 AB 244 42— A4+ A8
62 A%0 _ 2416 L 2412 _ 948 1 944 — 14+ 474

63 —A2 4248 —244+3-24"4 42478 412

Tabel 4.1: Jones-polynomium for knuder med op til 6 krydsninger

At danne summen af to knuder er en simpel konstruktion. I afsnit 2.2 definerede vi
summen af to uorienterede knuder. Vi kan ogsa tage summen af to orienterede knuder,
vi skal bare sgrge for, at orienteringerne passer sammen. Derfor kunne vi habe pa, at
Jones-polynomiet af summen af to knuder, var let at udtrykke ved Jones-polynomiet
af de to knuder hver for sig. Det er heldigvis ogsé tilfzeldet. Der geelder nemlig, at

Vici#r, = Vi, Vi, (4.3)

Det ses nemmest ved at lave et eksempel, og se, at fremgangsméden vil generalisere
til tilfzeldet med to vilkérlige knuder. Idéen er at bruge definitionen af Kauffman-
parentesen pa alle krydsningerne i den ene knude, K1, og lade den anden knude, Ko,
veere. Til sidst vil vi fa, at alle led i Kauffman-parentesen skal ganges med (K5>). Da
w(K1#K3) = w(Ky) + w(K?) felger formel (4.3) pr. definition af Jones-polynomiet.

Eksempel 4.21. I dette eksempel vil vi beregne Jones-polynomiet af 3;#3;.
(=) - A PF=Q)+ 4 O=7 )
— A Q)+H(E=Q)+ 4 E=Y)
=(AT- A - A7) QD)
(@)

Ovenstaende beregning viser, at Kauffman-parentesen splittes op som et produkt.
Altsa at (31#31) = (31)(31). Det er tydeligt, at dette eksempel kan generaliseres til
enhver sum af to knuder, Ky, Ks, si vi har (K1 #Ks) = (K1)(K3).

For at beregne Jones-polynomiet skal vi veelge os en orientering af vores knude.
I bemeerkning 4.17 blev det nsevnt, at vridningstallet for knuder ikke athsenger af

orienteringen. Vi kan derfor blot vaelge os en tilfeeldig orientering. Summen af to
knuder er konstrueret pa en sddan made, at vi ikke introducerer nye krydsninger.
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Derfor er det klart, at w(Ki1#K2) = w(K1) + w(Kz) og serligt geelder altsa, at
’LU(31#31) = U)(31) + ’U)(31)
Vi har derfor

Vy, g (4) = (- A) 7200 (3, 437) = (= A) 7000 (3,) (- 4) 720D (3,)
= V3, (A)Vg(A) = (A0 + A 4 AN (AT 4 AT AT
= AT AT AT 3 - AT AR A

Bemeerkning 4.22. Man kan vise, at i Jones-polynomiet af en knude, er potenserne
af A altid divisible med 4. Faktisk gaelder det for ethvert link, der er sammensat af et
ulige antal knuder. Vi har dermed en indikator for, om vores udregninger er rigtige.

4.4.1 Perspektiv

Skal man klassificere alle knuder, er det mest naturlige at se pa en knudes umiddel-
bare egenskaber. Den mest tydelige egenskab er antallet af krydsninger i diagrammet.
Lad K veere en knude og D et diagram af K. Antallet af krydsninger i D er natur-
ligvis ikke en knudeinvariant. Fordi, hvis der laves bade R1 eller R2 pa D, sendres
antallet af krydsninger. Reidemeisters seetning giver, at en knudeinvariant ikke mé
endre sig under Reidemeistertransformationer. Definer krydsningstallet af K som det
minimale antal krydsninger i et diagram af K. Krydsningstallet er per definition en
knudeinvariant.

Vi vil gerne lave en liste, hvor knuderne er grupperet efter deres krydsningstal.
Ganske som vi har gjort det i figur 2.6. For at kunne lave en sadan liste skal vi have en
nem made, at beregne krydsningstallet af en knude pa. Som udgangspunkt er det jo
naermest en umulig opgave, da der er uendeligt mange forskellige knudediagrammer,
der hgrer til den samme knude.

Har man leget med Reidemeistertransformationerne, og samtidig taenkt over, hvad
der sker med antallet af krydsninger i et diagram, vil det ikke veaere helt urimeligt,
at stille sig selv folgende spgrgsmal: Har et reduceret alternerende diagram (dvs. di-
agrammet ikke er af formen i figur 4.1 og alterende betyder, at diagrammet skiftevis
har over- og underkrydsninger) et minimalt antal krydsninger? At det forholder sig
sddan, var en formodning, der blev fremsat tilbage i knudeteoriens spaede begyndelse
omkring 1880. Formodningen blev lavet af den skotske fysiker Peter Guthrie Tait.
Kauffman, Murasugi og Thistlethwaite beviste i 1987 formodningen. Tait formodede
ogsa, at ingen knude, der har et reduceret alternerende diagram med vridningstal
0, er lig dens egen spejling. Denne formodning blev bevist i 1988 af Thistlethwai-
te. Alle formodningerne blev bevist med Jones-polynomiet. Inden Jones-polynomiets
opfindelse havde ingen nogen idé om, hvordan formodningerne skulle angribes.

XP<Y

Figur 4.1: Tkke-reduceret diagram

Taits formodninger er ikke Jones-polynomiets eneste anvendelsesmuligheder. En af
Jones-polynomiets vigtigste egenskaber er af mere historisk karakter. Som det fremgar
af dette kapitel, er Jones-polynomiet en meget effektiv linkinvariant, altsa forholdsvist
let at beregne, og det kan adskille langt de fleste links. Fordi Jones-polynomiet er
effektivt, lagde det, i de fglgende ar, kimen til en opblomstring af interessante lignende
linkinvarianter. Det var saerligt, da fysikeren Edward Witten i 1988 gav en forbindelse

24



Opgaver

mellem Jones-polynomiet og kvantefeltteori, at matematikere og teoretiske fysikere
virkelig fik gjnene op for, hvad knudeteorien var i stand til. I dag forskes der stadig
meget i knuderne, Jones-polynomiet og dets efterfglgere.

4.5 Opgaver

Opgave 4.23. Beregn vridningstallet af de to orienterede knuder i figur 4.2.

3 &

Figur 4.2: 65 orienteret pa to forskellige mader.

Opgave 4.24. Vis, at vridningen af en knude ikke afhenger af orienteringen. Vink:
Se pd figur 3.10 og vend orienteringen pd de to diagrammer.

Opgave 4.25. Beregn Jones-polynomiet af 41-knuden og bevis, at 41-knuden £ QO .
Opgave 4.26. Beregn Jones-polynomiet af 52-knuden.

Opgave 4.27. Beuis, at 31-knuden og 31-knuden er forskellige knuder, ved at beregne
deres respektive Jones-polynomier.

Opgave 4.28. Vis, at Jones-polynomiet af folgende link er A= — A=10 4 A=6

S

Opgave 4.29. Bevis de to ligheder i formel (4.2).

Opgave 4.30. Bevis den manglende lighed i lemma 4.6, ved at lave de konkrete
udregninger.

25



Litteratur

[1] W.B. Raymond Lickorish. An Introduction to Knot Theory. Springer, 1997.

[2] Justin Roberts. Knot knotes. http://math.ucsd.edu/ justin/Papers/knotes.pdf,
1999.

[3] Mikkel Kamstrup Erlandsen. Knudeteori. http://www.imf.au.dk /besoegsservice, .

[4] Alexei Sossinsky. Knots: Mathematics with a Twist. Harvard University Press,
2002.

26



